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Resolucién de problemas

A 69.
N 7“.

\TL,

R 75'!

Indique un procedimiento general para resolver una ecua-
cién de la forma ax* + bx® + ¢ = 0.

Indique un procedimiento general para resolver una ecua-
ci6n de la forma ax™ + bx" + ¢ = 0.

Indique un procedimiento general para resolver una ecua-
cién de la forma ax™2 + bx ™' + ¢ = 0.

Indique un procedimiento general para resolver una ecua-
ciénde laformaa(x — r)>+ b(x —r) —c = 0.

Escriba una ecuacién de la forma ax* + bx* + ¢ =0 que ten-
ga como soluciones =2 y 1. Explique cémo obtuvo su res-
puesta.

Escriba una ecuacién de la forma ax* + bx* + ¢ =0 que ten-
ga como soluciones =3 y £2i. Explique cdmo obtuvo su res-
puesta.

Escriba una ecuacién de la forma ax* + bx? + ¢ =0 que ten-
ga como soluciones +V2 y +V/5, Explique cémo obtuvo su
respuesta.

Determine todas las soluciones reales de cada ecuacién.

8

O 15(r+2)+22=-——
8. 4-(x -1 =3(x -1
ﬂ5¢ xﬁ_9x3+8=0

87. (x2+2x -2 -7(x*+2x-2) +6=0
Determine todas las soluciones de cada ecuacion.
89, 2n*—6n* -3=0

Ejercicios de repaso acumulativo

®

“. 76. Escriba una ecuacién de la forma ax* + bx® + ¢ =0 que ten-

ga como soluciones +2i y =5i. Explique cémo obtuvo su res-
puesta.

{Es posible que una ecuacién de la forma ax* + bx* + ¢ =0
tenga exactamente una solucién imaginaria? Explique.

78. (Es posible que una ecuacién de la forma ax* + bx’ + ¢ =0
tenga exactamente una solucién real? Explique.

Resuclva la ecuacitn = — 2 = 60,
2 x

a) multiplicando ambos lados por el MCD.
b) escribiendo la ecuacidn con exponentes negativos.

Resuelva la ecuacidén 1 = z —E.
x X

a) multiplicando ambos lados por el MCD.
b) escribiendo la ecuacién con exponentes negativos.

2(p+3}+5=p+3

x=-4)2=16(x-4)" + 12
¥ —-282° +27=0

EFEGR

(R +3x -2 -10(x2+3x-2) +16 =0

3xt+ 87 -1=0

£

3] 91. Byalge s -

5 G _g)

[2.1] 92. Resuelva3(x +2) — 2(3x + 3) = -3

[3.2] 93. Establezca el dominio y el rango de y = (x — 3)°.
[73] 94. Simplifique ¥ 16x%y°,
[7.4] 95. Sume V75 + V48,

8.5 Graficacion de funciones cuadraticas

Determinar cudndo una
pardbola abre hacia arriba o
hacia abajo.

Determinar el eje de
simetria, el vértice y las
intersecciones del eje x de
una parabola.

Graficar funciones
aiadraticas por medio del
eje de simetria, el vértice y
las intersecciones.

Resolver problemas de
méaximos y minimos.
Entender el desplazamiento
de las pardbolas.

Escribir funciones en la
forma f(x) = alx — h)* + k.

En la seccién 3.2 graficamos ecuaciones cuadraticas por medio del trazado de puntos,
y en la seccién 5.8 hicimos un breve anélisis de las intersecciones del eje x de las fun-
dones cuadréticas. En esta seccién estudiaremos con mayor profundidad las gréficas
de funciones cuadréticas, denominadas pardbolas, En la parte 3 se explica como grafi-
car funciones cuadréticas usando el eje de simetria, el vértice y las intersecciones. En la
parte 5 estudiaremos patrones en las gréficas de las pardbolas, y utilizaremos dichos
patrones para determinar traslaciones, o desplazamientos, que puedan usarse para gra-
ficar pardbolas,

Il Determinar cuando una parabola abre hacia arriba
o hacia abajo
Las pardbolas tienen una forma parecida a la de la letra U, pero su abertura

puede estar hacia arriba o hacia abajo. Para una funcién cuadritica de la forma
f(x) = ax® + bx + c,el signo del coeficiente principal, @, determina si la pardbola abre
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hacia arriba o hacia abajo. Cuando a > 0, la pardbola abre hacia arriba (vea la figu-
ra 8.7a). Cuando a <, la pardbola abre hacia abajo (vea la figura 8.7b).

a=>0, fixy=ax®+bx+c a<0,
Pardbola que Pardbola que
abre hacia arriba abre hacia abajo
¥ ¥ % |
- | Vértice
1 |\ | | I ] L [l I 1 : ,{T\I\. L l I

X

i Vértice
“—Eje de simetria "~—Eje de simetria
(a) (b)

En el caso de las pardbolas que abren hacia arriba, el vértice es el punto maés bajo
de la curva, El valor minimo de la funcién es la coordenada y del vértice. El valor mini-
mo se obtiene cuando la coordenada x del vértice se sustituye en la funcién. En cuanto
a las paribolas que abren hacia abajo, el vértice es el punto mas alto de la curva. El va-
lor méximo de la funcién es la coordenada y del vértice. El valor méiximo se obtiene
cuando la coordenada x del vértice se sustituye en la funcién,

EA Determinar el eje de simetria, el vértice

y las intersecciones del eje x de una parabola
Las gréficas de funciones cuadriticas de la forma f(x) = ax” + bx + c, tendr4n sime-
tria respecto de una recta vertical que pasa por el vértice. Esto significa que si doblédra-
mos el papel a lo largo de esta linea imaginaria, denominada eje de simetria, los dos
lados de la pardbola coincidirdn (vea la figura 8.7). A continuacién se establece la
ecuacién para determinar el eje de simetria.

Para determinar el eje de simetria

Para una funcién de la forma f(x) = ax’ + bx + ¢, la ecuacién para determinar el eje de si-
metria de la pardbola es

Ahora deduciremos la férmula para encontrar el eje de simetria, y determinaremos las
coordenadas del vértice de la pardbola; comencemos con una funcién cuadritica de la
forma f(x) = ax’ + bx + ¢ y completemos el cuadrado con los primeros dos términos.

f(x)=ax®+bx+c¢

b
= a(xl + —x | + ¢ Factonzar a.
a

. 5 b B
Un medio del coeficiente de x es 2 Y su cuadrado es yEL Sumemos y restemos

este término dentro del paréntesis; el resultado es cero.

f(x)=a|:x2+§x +:§2—%]+c
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Ahora reescribimos la funcion de la manera siguiente.

fix)y=a [r" + Ex - (%)] - a(%) +c

Reemplazar &l trinomio con &l
cuadrado de un binomio.

L
da

)2 E T ﬂ Escribir fracclones con un
da

denominadeor comun.

2 . I ;
_ + ¥ dac — Combinar los dos tltimos términos;
") 2a da escribir primero con la variable a.

() g

b 2
La expresion [x - (" 5)] siempre serd mayor o igual a cero, jpor qué? Siag >0, la

2a

valor minimo cuando x = e el valor minimo de la grifica se presentard cuando

x=- % Sia < 0, la pardbola abrird hacia abajo y tendrd un valor médximo; éste se pre-

2
pardbola abrird hacia arriba y tendré un valor minimo, Como [x e (-— i) ] tendrd un

sentard cuando x = — % . Para determinar el punto més bajo o el mis alto de una pardbo-

la, sustituimos x por — ] en la funcién, a fin de conocer el valor de y. El par ordenado

resultante serd el vértice de la pardbola. Como el eje de simetria es la recta vertical que
pasa por el vértice de la pardbola, su ecuacion se determina mediante la mordenad% X

del par ordenado. Asi, la ecuacion para determinar el eje de simetria es x = — .

" 2a
dac — b

Observe que cuando x = — i, el valor de f(x) es T [ Puede explicar por qué?

2a

Para determinar el vértice de una parabola

La pardbola representada por la funcién f(x) = ax? + bx + ¢ tendrd como eje de simetria
b .
X =32y como vértice
_ b dac - b
2¢° 4a

Ya que con frecuencia determinamos la coordenada y del vértice sustituyendo la coorde-
nada x del vértice en f(x), el vértice también puede designarse como

(-2r(-2))

La pardbola dada mediante la funcién f(x) = ax® + bx + ¢ abrir4 hacia arriba cuan-
do a sea mayor que 0, y hacia abajo cuando a sea menor que 0.

Recuerde que para determinar la interseccién del eje x de la grifica de
f(x) = ax® + bx + c,hacemos f(x) = 0y resolvemos la ecuacién

a +bx +c¢c =0

Esta ecuacién puede resolverse por factorizacién, mediante la férmula cuadritica o
completando el cuadrado.

Como se menciond en la seccion 8.2, el discriminante, b> — 4ac, puede usarse para
determinar el niimero de intersecciones con el eje x. La tabla siguiente resume la infor-
macién acerca del discriminante.
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Discriminante ~ Nimerode | Posibles grificas de
b’ — dac  intersecciones de x | flX)=a + bx + ¢
¥ Yy
=0 Dos ,_' ;x
X
¥ Y
] X
=10 Una .uf H
X

¥ ¥
X
<0 Ninguna T } | /\
x

EJd Graficar funciones cuadraticas por medio
del eje de simetria, el vértice y las intersecciones

En esta parte trazaremos grificas de funciones cuadriticas,

EJEMPLO 1 » Examine laecuacién y = —x% + 8x — 12,
a) Determine si la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo.
b) Determine la interseccién del eje .
¢) Determine el vértice.

d) Determine las intersecciones del eje x, s las hay.
e) Trace la grifica.

Solucién
a) Como a es —1, es decir, menor que 0, la pardbola abre hacia abajo.
b) Para determinar la interseccién del eje v, hacemos x = 0 y despejamos y.
y=—(0)* + 8(0) — 12 = -12
La interseccion del eje y se da en el punto (0, —12).
¢) Primero determinamos la coordenada x y luego la coordenada y del vértice.

b 8
*="%~ 3"
_dac - _4AC1(-12) -8 48-64 _
y= = = =4
4a 4(-1) —4

El vértice estd en (4, 4). La coordenada y del vértice podria haberse obtenido tam-
bién sustituyendo x por 4 en la funcion, y determinando el valor de y correspon-
diente, que es 4.

d) Para determinar las intersecciones del eje x, hacemos y = (.
0=-x2+8x-12
o F-8x+12=0
(x=6)(x=-2)=0
x—6=0 o x-2=0
x=6 o x=12
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Asi, las intersecciones del eje x se danen (2,0) y (6,0). Estos valores también podrian
determinarse por medio de la férmula cuadritica (o completando el cuadrado).
e) Utilice toda esta informacién para trazar la gréifica (figura 8.8).
» Ahora resuelva el ejercicio 15

Observe que en el ejemplo 1,la ecuacion es y = —x* + 8x — 12 y la interseccién
con el eje y es (0, —12). En general, para cualquier ecuaci6n de la forma y = ax® + bx + ¢,
la interseccion con el eje y serd (0, ¢).

Si al determinar las intersecciones del eje x, mediante la férmula cuadritica, obtiene
valores irracionales utilice su calculadora para estimar estos valores, y luego trace
2 + VI0 2 + VI0
—'i—, evaluaria —'i— y

en su calculadora para obtener 2.58 y —0.58, respectivamente (resultados re-

dondeados al centésimo m4s cercano), Por lo tanto, las intersecciones del eje x se darian
en (2.58,0) y (—0.58,0).

los valores decimales. Por ejemplo, si obtiene x =

2 — V10

EJEMPLO 2 » Examine la funcién f(x) =2x> + 6x + 5.

a) Determine si la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo.
b) Determine la interseccién del eje y.

¢) Determine el vértice.

d) Determine las intersecciones del eje x, si las hay.

e) Trace la grafica.

Solucion
a) Como a es 2, es decir, mayor que 0, la pardbola abre hacia arriba.
b) Ya que f(x) eslo mismo que y, para determinar la interseccion del eje y hacemos
x = 0y despejamos f(x) o y.
F0)=2(07 +6(0) +5=15
La interseccion del eje v se da en (0, 5).
: o B 6 0. @
g *TTaT 20T T4 T2
_dac - B _4(2)(5) - 6* 40 - 36 _
4 4 8

El vértice estd en (,_ %, %) La coordenada y del vértice también puede de-

terminarse evaluando f ( e -35)

d) Para determinar las intersecciones del eje x, establecemos f(x) = 0.

0=22+6x+5

Este trinomio no puede factorizarse. Para determinar si esta ecuacion tiene algu-
na solucidn real, evaluamos el discriminante,

B — dac = 2 — 4(2)(5) = 36 — 40 = —4

Como el discriminante es menor que 0, esta ecuacién no tiene soluciones reales.
Esta respuesta era de suponerse, ya que la coordenada vy del vértice es un nimero
positivo y, por lo tanto, se ubica por arriba del eje x; ya que la pardbola abre hacia
arriba, no puede intersectar al eje x.

e) La gréfica se muestra en la figura 8.9, :
ylag » Ahora resuelva el ejercicio 39
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3 Resolver problemas de méaximos y minimos

Como se ilustra en la figura 8.10a, una paribola que abre hacia arriba tiene un valor
minimo en su vértice. Por otra parte, como se muestra en la figura 8.10b, una paribola
que abre hacia abajo tiene un valor maximo en su vértice. Si le dan una funcién de
la forma f(x) = ax? + bx + ¢, debe saber que el valor mdximo o minimo estard en

b dac - B _ . . .
22" sera ~d Existen muchos problemas de la vida real en los que se requie-
re determinar los valores maximo o minimo.

¥= ax® + bx +¢
a > (0, valor minimo a < 0, valor miximo
¥ ¥

doc—b* |

i ) 2
T b / : da T ﬁ\

x=- I
E . 4 :

(_b
"% "4
@ ®)

EJEMPLO 3 » Béisbol Tommy Magee juega béisbol con los Cardenales de York-
town. Durante la séptima entrada en un partido contra los Azulejos de Arlington, Magee
batea de hit hacia el jardin (vea la figura 8.11); el contacto entre su bate y la bolase da a
3 pies del suelo, Para este hit en particular, la altura de la bola respecto del suelo, f(f), en
pies, en el instante ¢, en segundos, puede calcularse mediante la férmula

f(t) = 162 + 5% + 3

a) Determine la altura méxima que alcanza la bola de béisbol,

b) Determine el tiempo que tarda la bola en alcanzar su maxima altura.

¢) Determine el tiempo que tarda la bola en chocar contra el suelo.
Solucion a) Entienda el problema La bola de béisbol sigue la trayectoria de una
parébola que abre hacia abajo (a < 0); a consecuencia de la gravedad, la bola se eleva
hasta una altura méxima para luego caer hacia el suelo. Il:zara determinar la altura
dac —

4a
c=3

méxima que alcanza la bola, usamos la formula y =

a=-16, b=52,
_4dac - B
~ da
_ 4(-16)(3) — (52)
- 4(—16)
_—192 — 2704
a —64
_ —289%
!
= 4525

Traduzca

Realice los célculos

Responda La bola de béisbol alcanza una altura mixima de 45.25 pies.
b) La bola de béisbol llega a su altura méxima en

b 52 52 13 5
t 2(-16) 8 o 3 o 1.625 segundos
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¢) Entienda el problema ytraduzca Cuandola bola de béisbol choca contra el suelo,
su altura, y, respecto de éste es 0. Por lo tanto, para determinar cudndo golpea el sue-
lo, resolvemos la ecuacién

- 162 + 524 +3 =0
Usaremos la férmula cuadratica para resolverla.

-b + VB - dac

2a
—52 + V(52)2 = 4(-16)(3)
2(—-16)
=52 + V2704 + 192
-32
-52 + V2896
—32
=52 + 5381
-32
. —-52 + 53.81 ‘e -52 — 53.81
-32 2 )
~ —().06 segundos ~ 3.31 segundos

t =

Il

Realice los célculos

Responda El dnico valor aceptable es 3.31 segundos. La bola de béisbol choca contra
el suelo después de aproximadamente 331 segundos, Observe que en la parte b) el tiempo
que tarda la bola en alcanzar su altura médxima, 1.625, no es exactamente la mitad del
tiempo total que estd en el aire, 3.31 segundos. La razon es que fue golpeada a una

i al nivel del suelo. .
L s » Ahora resuelva el ejercicio 95

EJEMPLO 4 » Areade un rectingulo Considere el rect4ngulo siguiente, cuya lon-
gitud es x + 3 y cuyo ancho es 10 — x

10-x

x+3

a) Determine una ecuacién para calcular el drea, A(x).
b) Determine el valor de x que proporciona el drea (méxima) m4s grande.
¢) Determine el drea mixima.

Solucion a) El érea se obtiene al multiplicar la longitud por el ancho. La funcién

parael dreaes
A(x) = (x + 3)(10 — x)

=—x2+ Tx + 30

b) Entienda el problema y traduzca La gréfica de la funcién es una pardbola que abre
hacia abajo. Asf, el valor miximo se alcanza en el vértice. Por lo tanto, el drea méixima

b
sedaeny = ——,
2a
.
Realice los célculos x= -i = 1 =35

P T

Responda El drea maxima se alcanza cuando x es 3.5 unidades.
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¢) Para determinar el drea méxima, sustituimos cada x de la ecuacién que se obtuvo en
la parte a) por 3.5.
A(x) = =X + Tx + 30
A(35) = —(35P% + 7(3.5) + 30
—1225 + 245 + 30
= 42.25

Observe que para este rectingulo la longitud es x + 3 = 3.5 + 3 = 6.5 unidades, y el an-
cho es 10 — x = 10 = 3.5 = 6.5 unidades. En realidad el rectingulo es un cuadrado, y su
drea es (6.5)(6.5) = 42.25 unidades cuadradas. Por consiguiente, el 4rea mixima es
42 25 unidades cuadradas.

I

» Ahora resuelva el ejercicio 73

En el ejemplo 4c), el drea maxima pudo haberse determinado también utilizando
— k2

la férmula y = T Determine el drea maxima utilizando dicha férmula. La res-

puesta debe ser la misma que se mencioné antes, 42.25 unidades cuadradas.

EJEMPLO 5 » Corral rectangular John W, Brown construye un corral rectangular
para unos terneros recién nacidos (vea la fignra 8.12). Si planea utilizar 160 metros de
cerca, determine las dimensiones del corral con la mayor drea.

Solucion Entienda el problema Se nos ha informado cudl es el perimetro
del corral, 160 metros, La férmula para determinar el perimetro de un rectingulo es
P =21 + 2w, asi que, en este problema, 160 = 2/ + 2. Nos piden maximizar el drea, A,
donde

A=lw

Necesitamos expresar el drea en términos de una variable, no de dos. Para hacerlo en
términos de /, despejamos w en la férmula del perimetro, 160 = 2/ + 2w, y luego hace-
mos una sustitucion,

Traduzca 160 = 21 + 2w
160 — 21 = 2w
8 -1l =w

Realice los cdlculos Ahora sustituimos80 — / por w en A = [w. Esto da

A=Tw
A =180 - 1)
A= -]+ 80
En esta ecuacion cuadritica,a = —1,b = 80 y ¢ = (. El drea méixima se obtendra cuando
b 80
SR 7R T A

Responda La longitud que dari el drea médxima es 40 metros. El ancho,w = 80 — /
también serd igual a 40 metros. Por lo tanto, un cuadrado con dimensiones de 40 por 40
metros dard el drea maxima,

El drea mixima también puede determinarse sustituyendo / = 40 en la férmula
dac — b?

A =180 — [), 0o mediante A = ia

tros cuadrados.

. En cualquier caso, la respuesta es 1600 me-

» Ahora resuelva el ejercicio 93
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Cuando obtuvimos la ecuacién A = —I* + 80/ en el ejemplo 5, podriamos haber
completado el cuadrado como sigue:
A= —(P - 80I)
= —(P - 80/ + 1600 — 1600)
—(P - 80! + 1600) + 1600
= —(I - 40)* + 1600

Con base en esta ecuacion, podemos determinar que el drea mdxima, 1600 metros cua-
drados, se alcanza cuando la longitud es de 40 metros.

I} Entender el desplazamiento de las parabolas

Ahora veremos otro método para graficar pardbolas. En él, se comienza con una grifi-
ca de la forma f(x) = ax’,y ésta se desplaza, o traslada para obtener la gréfica de la
funcién que se estd buscando. Como referencia, la fignra 8.13a muestra las graficas de

f(x) = x%, g(x) =2x*y h(x) = %x"" La figura 8.13b muestra las grafica de f(x) = —x2,

1
g(x) = -2 yh(x) = ~§xz.

¥ ¥i
6+ 6+
5 ~ , EE D
a4t «f Tglx}=2x al
3+ ™~ f(x) = 12 3+

1 234 5467*

=6-5-4=3-2-1, |
-7
-3
—d
-5
—5

(a) (b)

Trazando los puntos, usted puede verificar que cada una de las gréficas es correcta.
Observe que en las figuras 8.13a y b el valor de a en f(x) = ax? determina el ancho de
la pardbola. Conforme |a| aumenta, la paribola se hace m4s angosta, y conforme |a| dis-
minuye, la pardbola se hace més ancha.

Ahora consideremos las tres funciones f(x) = x%,g(x) = (x — 2)* yh(x) = (x + 2)%
Estas funciones se grafican en la figura 8.14. (Si lo desea, trace los puntos para verificar
que éstas son las graficas de las funciones).

& 1 & 1

1 glx)=(x —2)?

-6-5-4-3-2-1,1 1 2 3 & 5 ¢ %

FIGURA 8.14

Observe que las grificas de g(x) y de h(x) son idénticas a la grifica de f(x), salvo
que g(x) se ha trasladado, o desplazado, 2 unidades hacia la derecha, y h(x) se ha tras-
ladado 2 unidades hacia la izquierda. En general, la grifica de g(x) = a(x — k)* ten-
dréd la misma forma que la gréfica de f(x) = ax” La gréfica de una ecuacién de la
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forma g(x) = a(x — h)* estar4 desplazada horizontalmente respecto de la gréfica de
f(x) = ax’. 8i h es un niimero real positivo, la grifica de g(x) = a(x — h)” estard despla-
zada h unidades hacia la derecha respecto de la grifica de f(x) = ax’. Si h es un niimero
real negativo, la gréfica de g(x) = a(x — h)* estard desplazada |h| unidades hacia la
izquierda respecto de la grifica de f(x) =

Ahora considere las graficas de f(x) = xz g(x) = x* + 3yh(x) = x* — 3,ilustradas
en la figura 8.15, Mediante el trazo de puntos, puede verificar que éstas son las grificas
de las tres funciones.

x)=x>-3

1f2z 3 4 5 6 %

FIGURA 8.15

Observe que las graficas de g(x) y de h(x) son idénticas a la grafica de f(x), salvo
que g(x) se ha trasladado 3 unidades hacia arriba y h(x) se ha trasladado 3 unidades
hacia abajo. En general, si k es un niimero real positivo la grifica de g(x) = ax® + k es
la grifica de f(x) = ax® desplazada k unidades hacia arriba, y \k| unidades hacia abajo
si k es un niimero real negativo.

Ahora considere las graficas de f(x) = 2 y g(x) = (x — 2)? + 3, ilustradas en la
figura 8.16.

.

glx) = ({x - 22 +3

—6-5=-4-3-2=-1,1 12 3 4 56 ¥

FIGURA 8.16

Observe que la grifica de g(x) tiene la misma forma general que la de f(x). La gra-
fica de g(x) es la grifica de f(x) trasladada 2 unidades hacia la derecha y 3 unidades
hacia arriba. Esta grafica y el anilisis anterior conducen a las importantes conclusiones
siguientes.

Desplazamientos de pardbolas
Para cualquier funcién f(x) = ax?, la gréfica de g(x) = a(x — h)? + k tendrd la misma for-
ma que la grifica de f(x). La grafica de g(x) serd la gréfica de f(x), pero desplazada segtin
las siguientes condiciones:
* Sih es un ndmero real positivo, la grifica se desplazard h unidades hacia la derecha.
* Sihes un ndmero real negativo, la gréfica se desplazard |h| unidades hacia la izquierda.
* 5i k es un nimero real positivo, la gréifica se desplazard k unidades hacia arriba.
* Si k es un niimero real negativo, la gréfica se desplazaré |k| unidades hacia abajo.



FIGURA 8.17
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Examine la gréifica de g(x) = (x — 2)* + 3 en la figura 8.16. Observe que su eje de
simetria estd en x = 2 y su vértice se daen (2,3).

Eje de simetria y vértice de una parabola

La grifica de cualquier funcién de la forma
fixy=alx—hY¥+k
serd una pardbola con eje de simetria en x = h y vértice en (h, k).

Ejemplo Eje de simetria Vértice La pardbola abre hacia
flx)=2(x -57%+7 x=35 (5,7) arriba,a > 0
flx) = -%(x -6)7%-3 x=6 (6.-3) abajo,a < 0

Ahora considere f(x) = 2(x + 5)> + 3. Podemos reescribir esta funcién como
f(x) =2[x — (—5)F + 3;por lo tanto, h tiene un valor de —5 y k tiene un valor de 3. La
grifica de esta funcién tiene su eje de simetria en x = —5 y su vértice en (—5, 3).

Ejemplo Eje de simetria Vértice  La pardbola abre hacia
f(x)=3(x +47% -2 x=—4 (-4, -2) arriba,a > 0
1 P 1 11 :
f(x) = -—E(x + 5) *3 x=-3 (wg,z) abajo,a < 0

Ahora estamos preparados para graficar pardbolas utilizando las traslaciones,

EJEMPLO 6 » La grifica de f(x) = —2x” se ilustra en la figura 8.17. Tomé4ndola
como guia, grafique g(x) = —2(x + 3)* — 4.

Solucién Lafuncién g(x) puede escribirse como g(x) = —2[x — (—3)]* — 4.Porlo
tanto, en la funcién, h tiene un valor de —3 y k un valor de —4. Asi, la grifica de g(x)
serd la gréfica de f(x) desplazada 3 unidades hacia la izquierda (ya que h = —3) y
4 unidades hacia abajo (ya que k = —4). Las gréficas de f(x) y g(x) seilustran en la
figura 8.18.

glx)==-2(x+3)*—4

FIGURA 8.18

» Ahora resuelva el ejercicio 49

En la parte 2 de esta secci6n iniciamos con una funcién de la forma f(x) = ax? + bx + ¢,
y completamos el cuadrado para obtener

f(x) = a[x = (--2%)]2 + mda— B
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_ 2
Ademais, se menciond que el vértice de la pardbola de esta funcién es ( r % . ﬁh—b)
dac — b*

Suponga que en la funcidn sustituimos k por — Zb_a y k por T Entonces obtenemos

f(x)=a(x —h)?+k

que sabemos da por resultado una pardbola con vértice en (h, k). Por lo tanto, las dos
funciones f(x) = ax® + bx + cy f(x) = a(x — h)* + k tienen el mismo vértice y el mis-
mo eje de simetria para cualesquiera funciones dadas,

K3 Escribir funciones en la forma f(x) = a(x — h)? + k

Si queremos graficar pardbolas utilizando desplazamientos, necesitamos cambiar la
forma de la funcién de f(x) = ax®> + bx + ca f(x) = a(x — h)* + k. Para hacerlo, com-
pletamos el cuadrado como se estudié en la seccién 8.1, Al completar el cuadrado obte-
nemos un trinomio cuadrado perfecto, que puede representarse como el cuadrado de
un binomio, En los ejemplos 7 y 8 se explica el procedimiento, mismo que usaremos
nuevamente en un capitulo posterior, cuando analicemos las secciones cOnicas.

EJEMPLO 7 » Dada f(x) = x? — 6x + 10,

a) Escriba f(x) en la forma f(x) = a(x — h)* + k.
b) Grafique f(x).

Solucién
a) Utilizamos los términos x” y —6x para obtener un trinomio cuadrado perfecto.
f(x) = (x* = 6x) + 10
Ahora tomamos la mitad del coeficiente del término en x y lo elevamos al cuadrado.
il 2
3o -
Luego sumamos este valor, 9, dentro de los paréntesis. Como sumamos 9 dentro

del paréntesis, sumamos —9 fuera de los paréntesis. Sumar 9 y —9 a una expresion
es como si sumdramos 0, ya que su valor no cambia.

flx)=(2-6x+9)—-9 +10

Al hacer esto hemos creado un trinomio cuadrado perfecto dentro de los parénte-
sis mis una constante fuera de los paréntesis. Expresamos el trinomio cuadrado
perfecto como el cuadrado de un binomio.
flx)=(x-3)*+1

Ahora la funcién estd en la forma que buscibamos.

b) Como a = 1 es mayor que 0, la
pardbola abre hacia arriba. El eje
de simetria de la paribola est4 en !
x=3,ysuvérticessedaen (3,1). \
La interseccién con el eje y pue- 1
de obtenerse con facilidad susti-
tuyendo x = 0 y determinando 1
el valor de fi gx). Cuando x = 0, - 1
f(x) = (=3)" + 1 = 10. Por lo |
tanto, la interseccién con el eje y v
se da en 10. Trazando el vértice, la L
interseccién con el eje y y unos
cuantos puntos mds, obtenemos Ul(
la grifica de la figura 8.19, Para -
compararlas, la figura también
muestra la grifica de y = x°. FIGURA 8.19

flx)=(x =32 +1

» Ahora resuelva el ejercicio 59
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EJEMPLO 8 » Dada f(x) = —2¢* — 10x — 13,

a) Escriba f(x) en la forma f(x) = a(x — h)* + k.
b) Grafique f(x).

Solucion

a) Cuando el coeficiente principal no es 1, lo factorizamos de los términos que inclu-
yen a la variable,

fix) = =2(x22 + 5x) - 13
Luego completamos el cuadrado

La mitad del coeficlente del
término de x al cuadrado

Lof - 2

. 5 . 2

Si sumamos A dentro de los paréntesis, en realidad sumamos -Z(Ts) 0- 22—5, ya
que cada término dentro de los paréntesis se multiplica por —2, Por lo tanto, para
% fuera de los paréntesis.

+?'13
5\? 1
= =7 ¥ + —
(r 2) 2

b) Como a = —2,1a pardbola abre hacia abajo. El eje de simetria estdien x = -—% yel
vértice se da en (H%, = %) La interseccion con el eje y estd en f(0) = —13. Tra-

zamos unos cuantos puntos y dibujamos la gréifica en la figura 8.20. Para comparar,
en la figura, también se ilustra la grifica de y = —2x>

f(x) = —2(12 + 5x +24£) £

FIGURA 8.20

2
Observe que f(x) = —Z(x + %) - 5 no tiene intersecciones con el eje x, Por lo

tanto, no hay valores reales de x para los que f(x) = 0.

» Ahora resuelva el ejercicio 63

Una segunda manera de cambiar la ecuacién de f 5;12:) = ax® + bx + c ala forma
f(x) = a(x — h)® + k es hacer h = _%Yk = MT:—.Después,se determinan los
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valores para h y k, y luego se sustituyen los valores obtenidos en f(x) = a(x — k)? + k.
Por ejemplo, para la funcién f(x) = —2x* — 10x — 13 del ejemplo 8,a = -2, b = —10

y ¢ = —13; entonces

b -10 X
h=-2%="22" "2
‘- dac — B _ 4(-2)(—13) - (—10)? _ 1

Por lo tanto,

da

4(-2) 2

f(x)=alx-h)?+k

I

(]

S5a% 1
—-2(x+5) -3

Il

Esta respuesta coincide con la que se obtuvo en el ejemplo 8,

CONJUNTO DE EJERCICIOS 8.5 Mathizp samenas]

MathiL*®

FMyMathLab

Ejercicios de concepto/redaccién
1. ;Cdémo se denomina la gréfica de una ecuacién cuadrdtica?

2, ;Cudl es el vértice de una pardbola?
« 3 ;Qué es el eje de simetria de una pardbola?
4

¢{Cuadl es la ecuacién para determinar el eje de simetria de la
grifica de f(x) = ax” + bx + ¢?

(Cudl es el vértice de la gréfica de f(x) = ax®> + bx + ¢?

6. ;Cuintas intersecciones con el eje x tiene una funcion cua-
dratica si el discriminante esa) < 0,b) = 0,¢) = 07

“ 7. ;Lafuncién f(x) = ax’ + bx + ¢ tendrd un méximo o un mi-
nimo sia) a = 0,b) a < 07 Explique.

8. Explique cémo determinar las intersecciones con el gje x de
la gréfica de una funcién cuadriética.

n

9“

g

=

14,

Explique cémo determinar las intersecciones con el eje y de
la grafica de una funcién cuadritica.

Considere la grafica de f(x) = ax’. Explique c6mo cambia la
forma de f(x) conforme |a| aumenta y conforme |a| disminuye.
Considere la gréfica de f(x) = ax®. ;Cudl es la forma general
de f(x),sia)a > 0,b)a<0?

Las gréaficas de f(x) = ax” y de g(x) = —ax?, jtienen el mis-
mo vértice para cualquier niimero real, a, distinto de cero?
Explique.

¢La funcién f(x) = 3x* — 4x + 2 tiene un valor méximo o
minimo? Explique.

1
¢La funcién g(x) = —Exi + 2x — 7 tiene un valor miximo
ominimo? Explique.

Practica de habilidades

En cada caso, determine: a) si la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo; b) la interseccién con el eje y; ) el vértice; d) las intersecciones

con el eje x (si las hay), y e) dibuje la grifica.

15 f(x) =2 +8x + 15

18, A(x) =¥ - 2x — 8

2L g(x)=-x¥+4x+5

16, g(x)=x"+2x -3

19, f(x)=-x>-2x+8

22 n(x)=-x*-2x+24

17 f(x) = @ —4x + 3

20, p(x)=-x*+8x—15

2, Hx) = - +4x -5



